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Cette communication est tirée d’un manuscrit original en soumission dans
“Journal of Theoretical Biology”



Motivation
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Objectifs

Estimation :
du délai entre l’apparition du patient zéro et l’épidémie,

de la durée de la phase de croissance exponentielle,
du taux de reproduction de base,
de la variation dans le temps du taux de reproduction effectif, et
des pics (temps et taille) dans les cas positifs, les cas actifs et les
nouvelles infections.
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Mélange de modèles de croissance



Modèles de croissance pour les cas détectés

Le nombre cumulé Ct de cas détectés est une fonction du temps de la
forme

Ct =


0 si t ≤ 0

eω0(t−τ0) si 0 < t ≤ te
ϕt si t > te

(1)

où

ω0 est le taux de croissance exponentielle (constant) pour la phase
épidémique précoce,
τ0 est une constante d’intégration, et

ϕt = K (1 + ut )
−1/ν (2)

est la courbe de croissance de Turner et al. (1976) dans [1] où
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Modèles de croissance pour les cas détectés

ut = [1 + ωνρ(t − τ)]−1/ρ,
K > Ce avec Ce = eω0(te−τ0) la taille ultime (détectée) de l’épidémie,
ω > 0 est le taux de croissance “intrinsèque” (constant) pour la phase
de croissance épidémique normale,
ν > 0 est un paramètre d’accélération de croissance, et
ρ (avec −1 < ρ < ν−1) est un paramètre de forme contrôlant
l’asymétrie de la courbe de croissance durant la phase épidémique
normale.
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Modèles de croissance pour les cas détectés

Le nombre de nouveaux cas rapportés par unité de temps

Ċt =

 ω0eω0(t−τ0) si 0 ≤ t ≤ te

ϕ̇t si t > te
(3)

atteint son pic en tp > te pendant que l’accélération de croissance C̈t

C̈t =

 ω2
0e
ω0(t−τ0) si 0 ≤ t ≤ te

ϕ̈t si t > te
(4)

s’annule.
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Bertalanffy-Richards (ρ→ 0), Hyper-Gompertz (ν → 0, ων1+ρ → ω̃), Gompertz
(ν → 0, ρ→ 0, ων → ω̃).

TABLE 1 – Tuner et al (1976)’s growth model and its limiting cases : size curve (ϕt ), integration constant (τ ) for a
smooth size curve Ct , and rate curve (ϕ̇t )

Model Size (ϕt ) Smoothing constant (τ) Rate (ϕ̇t )

T. K (1 + ut )
−1/ν te +

1

νωρ

{
1−

[
Kνe−νω0(te−τ0) − 1

]−ρ}
Kωu1+ρ

t (1 + ut )
− ν+1

ν

B.-R. K (1 + e−vt )
−1/ν

te +
1

νω
log
(

Kνe−νω0(te−τ0) − 1
)

Kωe−vt
(

1 + e−vt
)− ν+1

ν

H.-G. K exp

(
−w

− 1
ρ

t

)
te −

1

ω̃ρ
[log(K )− ω0(te − τ0)]

−ρ K ω̃w
− 1+ρ

ρ
t e−w

− 1
ρ

t

G. K exp
(
−e−xt

)
te +

1

ω̃
log (log(K )− ω0(te − τ0)) K ω̃ exp

(
−xt − e−xt

)

Table notes : Ct is as defined in Eq (1), ut = [1 + ωνρ(t − τ)]−1/ρ, vt = νω(t − τ), wt = ω̃ρ(t − τ), and
xt = ω̃(t − τ).
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Bertalanffy-Richards (ρ→ 0), Hyper-Gompertz (ν → 0, ων1+ρ → ω̃), Gompertz
(ν → 0, ρ→ 0, ων → ω̃).

TABLE 2 – Growth acceleration (ϕ̈t ), peak time (tp ) and peak size (ϕ̇p = ϕ̇tp ) of Tuner et al (1976)’s growth curve and
its limiting cases

Growth acceleration (ϕ̈t ) Peak time (tp) Peak size (ϕ̇p)

νωuρt

(
ν + 1

ν

ut

1 + ut
− ρ− 1

)
ϕ̇t te +

1

νωρ

{[
1− νρ
ν(1 + ρ)

]ρ
−
[
Kνe−νω0(te−τ0) − 1

]−ρ}
Kωu1+ρ

p ( ν+1
1−ρν )

− ν+1
ν

νω

(
ν + 1

ν

e−vt

1 + e−vt
− 1

)
ϕ̇t te +

1

ων

[
log ν + log

(
Kνe−νω0(te−τ0) − 1

)]
Kων(1 + ν)

− ν+1
ν

ω̃w−1
t

(
w
− 1
ρ

t − ρ− 1

)
ϕ̇t te +

1

ω̃ρ

{
(1 + ρ)−ρ − [log(K )− ω0(te − τ0)]

−ρ
}

K ω̃[(1 + ρ)e−1]
1+ρ

ω̃
(
e−xt − 1

)
ϕ̇t te +

1

ω̃
log (log(K )− ω0(te − τ0)) K ω̃e−1

Table notes : ϕ̈t is the first derivative of ϕ̇t , ut = [1 + ωνρ(t − τ)]−1/ρ, up = ν
1 + ρ

1− ρν
, vt = νω(t − τ),

wt = ω̃ρ(t − τ), xt = ω̃(t − τ), tp is the root of ϕ̈t , and the expressions of ϕ̇t (growth rate) and τ are given in
Table 1.
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Infectés-Période de latence-Cas actifs

Pedersen and Meneghini (2020) — Hethcote et al. (2002)
♣ Le nombre d’infectés dans la population à chaque instant t est :

It = δ−1Ċt =


I0eω0t si t ≤ te

δ−1ϕ̇t si t > te
(5)

où I0 = δ−1ω0e−ω0τ0 et δ ∈]0,1] est le taux de détection durant l’épidémie.

♣ La durée de la période de latence de l’épidémie est estimée par

to =
logω0 − log δ

ω0
− τ0. (6)

♣ Le nombre de cas actifs Qt vérifie

Q̇t = Ċt − (αt + εt )Qt (7)

où αt est le taux de guérison et εt le taux de mortalité des actifs avec
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αt =
eξt

1 + eξt
et εt =

eζt

1 + eζt
(8)

où ξt = κ0 + κt and ζt = λ0 + λt .
Le nombre de cas actifs est :

Qt =


[
Q0F0 + ω0

∫ t

0
eω0(r−τ0)Fr dr

]
F−1

t si 0 < t ≤ te[
QeFte +

∫ t

te
ϕ̇r Fr dr

]
F−1

t si t > te
(9)

où Ft est définie pour t > 0 par

Ft =



e(α0+ε0)t si κ = 0 et λ = 0

eα0t
(

1 + eλ0+λt
)1/λ

si κ = 0 et λ 6= 0(
1 + eκ0+κt)1/κeε0t si κ 6= 0 et λ = 0(

1 + eκ0+κt)1/κ
(

1 + eλ0+λt
)1/λ

si κ 6= 0 et λ 6= 0.

. (10)
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Modèle SIQR et diagramme de flux

Population : Nt = St + It + Qt + Ut + Vt
Modèle :

Ṡt = η − βtSt It/(Nt −Qt )− µSt (11)
İt = [βtSt/(Nt −Qt )− (γ + δt + π)] It (12)

Q̇t = δt It − (αt + εt )Qt (13)
U̇t = αtQt − µUt (14)
V̇t = γIt − µVt (15)

FIGURE 1 – Diagramme de flux pour un modèle SIQR avec R = U + V.
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Cas actifs avant l’éclosion de l’épidémie

De l’équation (13), le nombre Qt de cas actifs avant l’éclosion est

Qt = Qoe−(α0+ε0)(t+to) pour − to ≤ t ≤ 0 (16)

sous l’hypothèse que le taux de guérison (α0) et de décès (ε0) sont
constants avant l’éclosion.
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Les susceptibles

De (12),

βt =

(
γ + δt + π +

İt
It

)(
1 +

It + Ut + Vt

St

)
. (17)

Pour −to ≤ t ≤ 0

St =
η

µ
+ (So − η

µ)e−µ(to+t) − ω0 + γ + π

ω0 + µ
Io[eω0t − e−(ω0+µ)to−µt ](18)
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Les susceptibles

Pour 0 < t ≤ te,

St =
η

µ
+ (S0 − η

µ)e−µt − ω0 + γ + δ + π

ω0 + µ
I0
(
eω0t − e−µt) (19)

Pour t > te

St =
η

µ
+ (Se − η

µ)eµ(te−t) −
(∫ t

te
[1 + δ−1(γ + π + zr )]ϕ̇reµr dr

)
e−µt (20)

avec zr une fonction de ν et ut .
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Les guéris

Rt = Ut + Vt

Pour −to ≤ t ≤ 0,

Ut =

{
[Uo + α0Qo(to + t)] e−µ(to+t) si µ = α0 + ε0

Uoe
−µ(to+t) +

α0Qo

µ− (α0 + ε0)

[
e−(α0+ε0)(to+t) − e−µ(to+t)

]
si µ 6= α0 + ε0.

. (21)

Après l’éclosion,

Ut =


[
U0 +

∫ t

0
αr Qreµr dr

]
e−µt si 0 < t ≤ te[

Ueeµte +

∫ t

te
αr Qreµr dr

]
e−µt si t > te.

(22)
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Les guéris (Vt)

De (15),

Vt =


γ

ω0 + µ
I0
[
eω0t − e−(ω0+µ)to−µt

]
si − to ≤ t ≤ te

[
Veeµte + γδ−1

∫ t

te
ϕ̇reµr dr

]
e−µt si t > te.

(23)

CFT, JTD, RGK (LABEF/FSA/FAST/IMSP) Dynamique de la COVID-19
Calavi le 08 septembre , 2020 19 /

25



Taux de reproduction effectif

Rt = βt/(γ + δt + π).

Rt =

(
1 +

ω0

γ + δ + π

)(
1 +

It + Ut + Vt

St

)
pour 0 ≤ t ≤ te. (24)

Rt =

(
1 +

zt

γ + δ + π

)(
1 +

It + Ut + Vt

St

)
pour t > te. (25)

CFT, JTD, RGK (LABEF/FSA/FAST/IMSP) Dynamique de la COVID-19
Calavi le 08 septembre , 2020 20 /

25



Cas total et cas perdus

Nouveaux cas notés Ṫt sont donnés par

Ṫt = (γ + δt + π)It + İt . (26)

Le nombre total de cas :

Tt =


1 +

ω0 + γ + π

ω0

(
I0eω0t − 1

)
si −to ≤ t ≤ 0

T0 +
ω0 + γ + δ + π

ω0
I0
(
eω0t − 1

)
si 0 < t ≤ te

Te + δ−1 [(γ + δ + π)(ϕt − ϕe) + ϕ̇t − ϕ̇e] si t > te

(27)

où Te = Tte , ϕe = ϕte et ϕ̇e = ϕ̇te .

CFT, JTD, RGK (LABEF/FSA/FAST/IMSP) Dynamique de la COVID-19
Calavi le 08 septembre , 2020 21 /

25



La croissance dans les cas perdus est

Λ̇t = (γ + π)It (28)

par unité de temps si bien que le nombre total de cas perdus Λt est

Λt =


γ + π

ω0

(
I0eω0t − 1

)
si − to ≤ t ≤ te

Λe +
γ + π

δ
(ϕt − ϕe) si t > te

. (29)

avec Λe = Λte .
En particulier, le nombre de cas perdus pendant toute la période latente
est Λ0 =

γ + π

ω0
(I0 − 1).
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Pics épidémiques

Le pic épidémique est atteint si T̈t = 0. Le temps du pic tnew > te
peut être obtenu en résolvant l’équation

(γ + δ + π)ϕ̈t +
...
ϕ t = 0. (30)

La taille du pic Ṫnew est obtenu en remplaçant tnew dans l’expression
du nombre total de cas.
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Merci pour votre aimable attention.
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